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Resume. — Nous etudions les degres d'obstruction des translates de sous-tores des tores multipli- 
catifs et nous montrons comment ils interviennent dans les minorations du minimum essentiel de 
ces memes varietes. En particulier, nous combinons nos calculs avec des resultats de A. Schinzel et 
de F. Amoroso - R. Dvornicich, que nous etendons ainsi aux translates de sous-tores definis sur des 
corps CM, montrant que leurs minimums essentiels ont un comportement geometrique de meme 
nature que ceux des varietes qui ne sont pas translatees de sous-tores. Egalement, nous raffinons 
et generalisons a des translates de sous-tores une minoration due a D. Bertrand en liaison avec les 
relations de dependance multiplicative des points algebriques. 

Nous montrons enfin que, dans le cas fonctionnel la minoration conjecturale du minimum 
essentiel des sous-varietes des tores multiplicatifs est vraie et que sa demonstration est elementaire. 

Abstract. — Essential minimum and obstruction degrees of translates of sub-tori. We study 
the obstruction degrees of translates of sub-tori of multiplicative tori and we show how they are 
connected to lower bounds for the essential minimum of these varieties. In particular, we combine 
our computations with results of A. Schinzel and of F. Amoroso - R. Dvornicich, that we thus 
extend to translates of sub-tori defined over CM fields. This shows that the essential minimum 
of these varieties have a geometric behavior similar to that of varieties which are not translates of 
sub-tori. We also refine and extend to translates of sub-tori a lower bound obtained by D. Bertrand 
in connexion with relations of multiplicative dependence of algebraic points. 

Finaly, we prove that in the functional case the conjectural lower bound for the essential mini- 
mum of sub-varieties of multiplicative tori is true and its proof is elementary. 



1. Introduction et resultats 

Du point de vue de la geometrie diophantienne, les translates de sous-tores du tore mul- 

tiplicatif := (Q ) N se trouvent a la croisee des problemes de Lehmer et de Bogomolov 
generalises. En effet, on sait que lorsqu'elles ne sont pas de torsion, les minorations pour la 
hauteur normalisee de ces varietes sont de nature arithmetique, dependant essentiellement 
du corps de definition de la variete. Au contraire, pour les sous-varietes qui ne sont pas 
des translates de sous-tores, on dispose de minorations ne dependant que de leur geometrie, 
voir les conjectures II . 1 1 et lL2l ci-dessous . voir aussi I D P99tlADa01UADa03UDav 03 1. 

Le degre d'une variete n'est pas le bon invariant pour l'etude des minorations de la hauteur, 
il faut considerer plutot son degre d'obstruction. Soient XcY des ensembles algebriques 
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equidimensionnels de P N definis sur un corps algebriquement clos k et K un sous-corps de 
k. Le degre d 'obstruction de X dans Y relatifa K est 

co K (X; Y) := min jdeg(W) : W e Div K (Y), W D X] , 

c'est-a-dire le plus petit degre d'un diviseur W de Y defini sur K et contenant X, vu comme 
un cycle de P N . On convient de poser cok(X; Y) := oo lorsque qu'aucun diviseur de Y defini 
sur K ne contient X. 

La plus petite hauteur d'un sous-ensemble de points algebriques Zariski dense dans 
une variete est quantifiee par la notion de minimum essentiel. Soit X c P N une variete 
quasi-projective quelconque definie sur Q, et pour 6 > posons X(0) l'ensemble des points 
algebriques de X de hauteur de Weil (ou hauteur normalisee) h majoree par 9. Le minimum 
essentiel de h sur X est 

f? ss (X) := inf{0 : X{6) est Zariski dense} . 

Aussi, on designe par /?* S (X) le minimum absolu de h sur X, c'est l'infimum des hauteurs de 
points algebriques de X. 

On fixera la compactification equivariante de donnee par l'inclusion standard i : 
P N , {t\, . . ., fjv) i-> (1 : t\ : • • • : t^). Ceci permet de transporter les notions de hauteur, 
minimum essentiel, etc., aux sous-objets de Gj^ en considerant leur adherence de Zariski 
dans P N . 

Un sous-tore T c G^J est un sous-groupe algebrique isomorphe a un G" n . Rappelons que 
tous les sous-groupes algebriques connexes de G% sont de cette forme, et qu'en general les 
sous-groupes algebriques de G^ sont les produits F ■ T d'un groupe fini F par un sous-tore T. 
Nous notons le sous-groupe de G m des racines de l'unite. Une variete de torsion U c G^ 
est le translate d'un sous-tore par un point de torsion, c'est-a-dire un point a coordonnees 
dans Pour une variete X c G^J on pose Ux la plus petite variete de torsion la contenant. 

Notre motivation de depart est la minoration conjecturale suivante pour la hauteur des 
points Zariski dense dans une variete. Elle est proposee par F. Amoroso et S. David, en 
s'inspirant de divers resultats sur les probleme de Lehmer et de Bogomolov generalises; c'est 
une reecriture de |ADa03. Conj. 1.10] (voir §|2l: 

Conjecture 1.1. — II existe un reel c(N) > tel que pour toute variete X c Gj^(Q) et la plus 
petite reunion de varietes de torsion contenant X qui soit definie sur Q, on ait ^ 

deg(JjQ) 

WX) > c(N) . 

(Oq(X)U^) 

Cette conjecture est equivalente, a la valeur de la constante c(N) pres, a son analogue sur 
la cloture abelienne Q ab de Q (proposition l2.6ll : 



TO > d (N)- deS(Ux) 



ojQzb (X; Ux) 

Elle est surtout interessante pour les translates de sous-tores par des points d'ordre in- 
fini, car pour les autres varietes on s'attend a une minoration a caractere geometrique, ne 
dependant pas du corps de definition de la variete ( « probleme de Bogomolov effectif » ): 



«Si dim(X) = dim(U5) on a a) Q (X, U°) = oo et deg( "^ = 0. 
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Conjecture 1.2 (|ADa03[, Conj. 1.2). — II existe un reel c(N) > tel que pour toute variete X c 
G^iO) et Vx le plus petit translate de sous-tore contenant X, on ait 



=(X) > c(N) 



(Oq(X;V x ) 



Notons toutefois que cette minoration, si elle est de nature purement geometrique, n'en 
est pas toujours meilleure que celle de la conjecture ll.il voir remarque !4.3l 

Pour un sous-corps KcQon pose 

m(K) := inf{h(a) : a e X x \ . 

Dans ce texte nous presentons la minoration suivante pour la hauteur des points d'un translate 
de sous-tore par un point d'ordre infini: 

Theoreme 1.3. — Soit X c G^J un translate de sous-tore, defini sur un corps de nombres K, alors 

^? bs (X) > ci(N) • m(K) ■ ~~~~~~~~~ , avec d(N) > Ar 3/2 2" N . 

(Oq{X; Ux) 

Ce theoreme concerne le minimum absolu de h sur X. Or, pour les translates de sous- 
tores les minimums absolu et essentiel coincident et done cette minoration peut de facon 
equivalents se reformuler en termes de /T^. Notons aussi qu'un translate de sous-tore X est 
defini sur K si et seulement si e'est le translate par un point defini sur K, e'est-a-dire si et 
seulement s'il contient un point K-rationneL, voir §|3] De plus, la variete de torsion minimale 
Ux est automatiquement definie sur K elle aussi, voir lemme l2~3l 



Le probleme de Lehmer classique consiste a montrer l'existence d'une constante c > telle 
que m(K) > c[K : Q]" 1 pour tout corps de nombres K. Le meilleur resultat connu dans cette 
direction reste celui de E. Dobrowolski |Dob79| 

. /loglog(3[K:Q]r 3 
m(K) > 1 



[K:Q]\ log(2[K:Q]) 

De fait, Amoroso et David ont demontre les conjectures ll . ll et ll .21 a des facteurs logarithmiques 
pres, par une extension non triviale de l'approche de Dobrowolski 1 ADa011IADa0 3 [. 

Par ailleurs, on sait par des travaux de A. Schinzel | Sch73 1 que lorsque K est un corps totale- 
ment reel ou CM (e'est-a-dire une extension imaginaire quadratique d'un corps totalement 
reel) et a e K x satisfait \a\ £ 1, alors 

(1) h(a)> hog 1 i+ V " 



avec egalite si et seulement si a = 1± 2 V ^ ' . D'apres |AN05|, la condition \a\ + 1 ne peut etre 
eliminee, notons cependant que lorsque a est entier mais pas une racine de l'unite, elle est 
satisfaite par au moins un conjugue de a et lorsque K est totalement reel elle est satisfaite 
par tout a e K x \ Amoroso et R. Dvornicich ont montre |ADvOO| qu'a l'instar du cas 
totalement reel, dans une extension abelienne K de Q on a une minoration uniforme pour la 
hauteur des nombres algebriques non nuls qui ne sont pas des racines de l'unite : 

log(5) 

(2) m(K) > . 

En combinant le theoreme 11.31 avec les inegalites Q et l|2j on obtient la generalisation 
suivante (a la constante pres) des resultats de | Sch73 [ et | A DvOOl : 
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Corollaire 1.4. — Soit X c Gj^ un translate de sous-tore defini sur un corps K totalement reel ou 
une extension abelienne de Q, alors 

Plus generalement, si K est un corps CM notons Gx la plus petite variete de torsion contenant X ■ X 
(X designe ici V image de X sous V action de la conjugaison complexe), alors 



f? DS (X) > <$N) 



(Oq(X-X;G x ) 



On montre que, dans la situation de ce corollaire et pour un corps CM, la variete de 
torsion Gx est en fait un sous- tore (lemme I4.2jl . La minoration du corollaire 11.41 pour K 
un corps totalement reel se compare favorablement a celle de la conjecture 11.11 grace au 
lemme EU Dans le cas d'une extension abelienne de Q, elle est par ailleurs consequence de 
la conjecture ll.ll suivant un argument de David, voir proposition l2.6l 



La preuve de ces resultats s'appuie sur une etude des degres d'obstruction des translates 
de sous-tores dans les tores. Remarquons que si X c Y sont des varietes definies sur un 
sous-corps K c Q, il n'existe pas necessairement de diviseur defini sur K realisant o>q(X; Y) 
et on n'a done pas en general (Ok(X; Y) - (Oq(X; Y) comme le montrent des exemples au §13 
C'est toutefois le cas lorsque Y est un translate de sous-tore, voir corollaire 12.21 

On demontre que lorsque X et Y sont des translates de sous-tores de dimensions respectives 
n et p, le degre d'obstruction relatif a Q se realise par une equation binomiale, et qu'il est 
comparable au premier minimum d'un certain reseau (proposition l3.3ll . Comme consequence, 
on peut le majorer grace au premier theoreme de Minkowski par (corollaire 13.511 

Vq(X; Y) < 4 N N 3/2 degCX)^ degtY) 1 "^ . 
L'inegalite plus precise du lemme l3~4l jointe au theoreme II . 31 entr aine : 

Corollaire 1.5. — Soit X c un translate de sous-tore par un point d'ordre infini et defini sur un 
corps de nombres K, alors 



r hs (X) > 2- N N" 2 • m(K) ■ (^^) 



Cette minoration peut alternativement se regarder comme une majoration pour le degre 
de la variete de torsion minimale Ux- Si X est reduite a un point a £ (K X ) N \ ((J.°°) N 

h(a) > 2- N N~ 2 ■ m(K) ■ deg(U a ) 1/dim(Utt) . 

On retrouve ainsi la minoration (*) de | Ber95 1 pour le cas des tores deployes, avec de plus une 
dependance precise dans le corps K (comparer avec |Ber95, Cor. 1]). Ce type de minoration 
a des applications au calcul du module des relations de dependance multiplicative des 
nombres, voir aussi a ce propos |Ber97|. 

Finalement, on etudie l'analogue fonctionnel de la conjecture ll.il Soit k un corps algebri- 
quement clos, on s'interessera a la hauteur des points dans une variete X c P N (k(f)). Le role 
des racines de l'unite est joue par les elements de k, et celui des varietes de torsion par les 
varietes definies sur k. Notons Ux la plus petite variete definie sur k et contenant X. On 
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montre que si X elle meme n'est pas definie sur k, alors elle est de codimension 1 dans Ux, et 
que son minimum essentiel est minore par (proposition l5.1l l 



• deg(LZx) 



fi ess (X) > 



d + 1 co m (X; U x ) 

La demonstration se base sur la theorie de l'intersection multiprojective elementaire. 



Le texte est organise de la facon suivante : aux §|2]et §|3]on etudie le degre d'obstruction 
dans les sous-tores et on etablit sa relation avec le premier minimum d'un certain reseau. 
Nous montrons le theoreme 11.31 et ses corollaires au § 0J les demonstrations n'utilisent que 
les arguments de nature geometrique developpes aux paragraphes precedents. Au §|5]nous 
etudions l'analogue fonctionnel de la conjecture ll.il 



Remerciements. — Nous remercions Sinnou David pour son aide au cours de la genese de 
ce travail, ainsi que Francesco Amoroso pour ses remarques sur une premiere version de ce 
texte. 



2. Degres d'obstruction dans les tores 

Le but de ce paragraphe est de decrire en termes combinatoires les degres des diviseurs des 
translates de sous-tores. Pour cette etude on peut se ramener a supposer, quitte a translater 
la situation, que le translate de sous- tore en question est en fait un sous-tore. 



2.1. La situation geometrique. — Soit k un corps algebriquement clos. On pose G^(k) := 
(k x ) N le groupe multiplicatif et P N (k) l'espace projectif sur k; on omettra la mention au 
corps lorsque celui-ci sera clair dans le contexte. Une variete sera une sous-variete reduite et 
irreductible de P N (k) ou de G*(k). Pour un sous-corps K de k, une X-variete sera un sous- 
ensemble algebrique de P N (k) ou de Gj^(k), defini sur K, reduit et X-irreductible. Pour une 
variete X on designe par J(X) son ideal de definition dans k[xo, . . . , x^] ou dans k[x* x , . . . , x* 1 ], 
suivant que X c P N ou X c G£. 

Commengons par decrire les sous-tores a l'aide de parametrisations. Soit S = (b\, ... , b^) € 
(ZP) N ; le sous-tore associe c G^(k) est par definition l'image de l'application monomiale 

cp s : G p m (k) -> G~(k) , t»{1* ^) . 

On supposera dans la suite que le Z-module Lg := Zb\ + • • • + Zb^ coincide avec Z v . Ceci 
equivaut a ce que (ps soit un isomorphisme entre G v m et Tg, et entraine done dim(Tg) = p. 
Pour $ = (jSi, . . . , /Sjv) e G^ t on pose jSTg le translate de Tg par le point jS. Dans les notations 
de |PS04|, Tg (resp. |STg) est l'ouvert principal de la variete torique X& c P N (resp. X&,^) 
pour & := (0, h,..., b N ) e (Z?) N+1 et 0' := (I, fa, ...,p N )e (k x ) N+1 . 

Soit Qg c W l'enveloppe convexe des points 0, b\, . . . , bjq et introduisons aussi l'application 
lineaire 

Mg : R N -> RP , A h-> Ath + ■■■ + A N b N . 

Pour un polynome de Laurent / 6 k[x* x , . . . , x^ 1 ] on note N(/) c R N son poly tope de Newton, 
enveloppe convexe des exposants des monomes apparaissant effectivement dans l'ecriture 
de /. Soit cp* s (f) := / o <pg € k[tf, tf], alors N(<p^(/)) = Mg(N(/)). 
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Le volume mixte (ou multi-volume) MV(Qi,. . . ,Q P ) d'une famille d'ensembles convexes 
Qi, ■■■ , Qp C R p est defini par la formule 

P 

MV(Q 1/ ...,Q V ):= YfrVT j £ Vol n (Q fl + • • • + Q; ; .) . 

;'=1 l<i\<~<ij<p 

Cette notion generalise le volume d'un ensemble convexe, car on a MV(Q, . . . , Q) = n! Vol„(Q) 
ou Vol,, designe le volume euclidien. Le volume mixte est symetrique, lineaire en chaque 
variable Q, par rapport a la somme de Minkowski et monotone par rapport a l'inclusion. On 
renvoie a | Ewa96 1 pour les proprietes de base de cette notion. 

Le resultat suivant donne une description combinatoire du degre du diviseur decoupe par 
/ sur Tg: 

Proposition 2.1. — Soit £ e (ZP) N+1 tel que L s = TT et f e k[tf, . . ., f* 1 ] \ I(T S ), alors 

deg(div(/) • T S ) = MV(M S (N(/)), Q S/ . . . , Q B ) . 

p-l fois 

Plus generalement, soit Y - IJ^i /3,Tg une reunion de D translates de Tg, alors 
deg(div(/) • Y) = D • MV(M S (N(/)), Q s , . . . , Q s ) . 

Demonstration. — Posons W := div(/) • Tg e Div(Tg), vu comme un cycle de dimension p-l 
de P N . On a deg(W) = Card(w n Z{£ x , pour £j 6 k[xi, . . . , x;v] des formes lineaires 
generiques et done 

deg(W) = Card(<p^(/) n cp* s (£i) n • • • n <Pg(£p-i)) 

car (pg : G m — » Tg est une bijection. Le theoreme de Bernstein-Koushnirenko |Bern75[ 
entraine alors la majoration 

(3) deg(W) < MV (N(<p* s (f)), N{<p* s (£i)) t N(^(^))) = MV (M S (N(/)), Q s , . . . , Qs) 
carN(<p^)) = Qs- 

Pour t 6 RP et g e kfi* 1 , . . . , f* 1 ] notons init T (g) e kfi* 1 , . . . , f* 1 ] la partie initiale de g 
relative au poids x, e'est-a-dire , la partie de g de poids maximal dans la direction de x. 
Bernstein demontre aussi que la majoration © est une egalite si et seulement si pour tout 
t e RP le systeme 

initr(<pg(/)) = , \mt l {(p* 3 {€x)) = Q , ... , init T (<pg(£ p _i)) = 

n'a pas de solution dans G p m . Or, init T (<p^(/)) est toujours un polynome de Laurent non nul 
puisque / + 0, et done cette condition est satisfaite par des formes lineaires i{ generiques, ce 
qui demontre le resultat. 

Pour verifier la derniere egalite de la proposition, par additivite du degre il suffit de verifier 

deg(div(/) • T s ) = deg(div(/) • (f}T s )) 

pour tout p e G*(k). On a div(/) • (fiT e ) = p ■ (div((j8 _1 )*(/)) • T s ). Or le degre est invariant 
par translation et <p* s o (jS _1 )*(/) et <p* s (f) ont meme support, l'identite cherchee resulte done 
de la formule precedemment etablie. □ 
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Corollaire 2.2. — Soit Kckun sous-corps et X c Tg une K-variete, alors dans les notations de la 
proposition \2.1\ 

co K (X; Tg) = min (MV (Mg(N(/)), Q s , . . ., Q s ) : / e I(X) \ I(T S )} . 
En particidier (Ok{X; Tg) = cuk(X; Tg). 

Demonstration. — L'anneau k[Tg] est factoriel car isomorphe a kft* 1 , . . . , f* 1 ]. II est done 
principal et tout diviseur de Tg contenant X est defini par une seule equation / 6 I(X) \ I(Tg). 

On ecrit / comme combinaison lineaire de monomes independants modulo I(Tg). Comme 
X est une K-variete, la condition enoncant que / s'annule sur X s'ecrit au travers d'un systeme 
lineaire defini sur K, on peut done en trouver une solution non triviale g € Kfx* 1 , . . .,x$ ] 
qui satisfait Supp(g) c Supp(/) (done Mg(N(g)) c Mg(N(/))) et qui definit un X-diviseur de 
Tg. II suit de la proposition l2.1l et de la monotonie du volume mixte par rapport a l'inclusion 
en chaque variable |Ewa96. Thm. 4.12] que le degre du X-diviseur div(g) • Tg est inferieur 
ou egal a celui de div(/) • Tg. Finalement, en considerant un diviseur realisant a>k(X; T<g) 
on conclut co^X; Tg) = 0)k(X; Tg), puis avec la proposition 12.11 on obtient l'expression de 
aifc(X; Tg) mentionnee. □ 

Lorsque Y n'est pas un translate de sous-tore, tout en restant defini sur K, on n'a plus 
necessairement l'egalite cok(X; Y) - co-^iX; Y), meme lorsque X est elle-meme un translate de 
sous-tore defini sur K. En effet, considerons X := {(1 : 1 : 1 : 1)} dans la reunion Y de quatre 
plans de P 3 definie par l'equation, rationnelle sur Q, suivante 

Yl ((w - x) + (-1)'' V2(w - y) + (-iy V3(w - z)) = . 

i,;'e{0,l] 

Une droite rationnelle sur Q passant par le point X admet une parametrisation de la forme 
P 1 -» P 3 , (f : ^i) i — > (t : flfi + fo : bt x + t : ct x + f ) 

avec a, b, c e Q non tous nuls. On en deduit qu'une telle droite ne peut etre contenue dans 
Y, car 1, V2 et V3 sont lineairement independants sur Q, et done coq(X; Y) > 2 (en fait = 2), 
tandis que a)k(X; Y) - 1 car Y contient une infinite de droites (definies sur k) passant par X. 

On peut aussi produire un exemple ou Y est irreductible: soit Y c P 3 la surface, definie 
sur Q et irreductible sur k, d'equation wz — x 2 + 2y 2 = et X un des points (1 : : : 0) ou 
(0:0:0:1). Cette surface contient deux droites definies sur Q( V2) passant par chacun des 
points fixes, mais aucune droite definie sur Q passant par un de ces memes points. 

2.2. Particularites arithmetiques. — On se place maintenant sur k = Q, soit X c G^(Q) un 
ensemble algebrique equidimensionnel et K un corps de nombres. Posons la plus petite 
reunion de varietes de torsion contenant X qui soit definie sur K. Notons qu'une reunion 
de varietes de torsion est toujours definie sur Q ab , la cloture abelienne de Q, et done est 
definie sur K n Q ab , la sous-extension abelienne maximale de K. 

Lemme 2.3. — Soit X c Gj^(Q) une variete definie sur un corps de nombres K, alors Ux - U®, la 
plus petite variete de torsion contenant X, est definie sur K n Q ab , elle coincide avec U^. 

Demonstration. — Ceci resulte de ce que la classe des reunions de varietes de torsion est 
fermee par intersections: soit Ux la plus petite reunion de varietes de torsion contenant 
X, alors a(Ux) = Ux pour tout a e Gal(Q/K), done Ux est definie sur K et par suite sur 
K n Q ab . □ 
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Comme consequence de ceci et de I'egalite cok(X; Y) - cok (U ae Gai(Q/K) YJ, la conjec- 
ture ^3 peut se reformuler de la facon suivante, plus proche de la formulation originale 
dans |ADa03 Conj. 1.10]: soit X c G^ t une Q-variete et posons Ux la plus petite reunion de 
varietes de torsion contenant X, alors il existe un reel c(N) > independant de X tel que 



'™ c<I %<x;u x ) ■ 

Lemme 2.4. — Soit X c une variete et K\ le corps de definition de Ux, alors 

deg(uj) = [JCi :Q]deg(U x ) , 
co Q (X;U%) = [Ki:Q]oj Kl (X;U x ) • 
En particidier, si X est definie sur un corps de nombres Kona 

1 deg(Ux) < deg(ijQ) deg(U x ) < deg(U x ) 



[K:Kt] (Oq(X; U x ) ~ co Q (X; uj) (X; U x ) ~ ^(X; U x ) 

Demonstration. — On a = \J a o(Ux) ou a parcourt les Q-plongements de K\ dans Q, d'ou 
la premiere egalite. Soit E c Ux un Xi-diviseur realisant co^ (X; Ux), alors \J a o(E) est un 
Q-diviseur de U® de degre < [JCi : Q]co Kl (X; U x ) et contenant X, d'ou co Q (X; U®) < [Ki : 
QJojk^X; Ux)- Si maintenant E^ est un Q-diviseur de U® realisant coq(X; U^) alors E® n Ux 
est un Xi-diviseur de Ux contenant X et done de degre > co^ (X; Ux). Mais \J a o(E^ n Ux) est 
contenu dans E Q et de degre > [Ki : QIcok^X; Ux), on a done coq(X; U^) > [Ki : QJcu^X; Ux) 
et la seconde egalite. 

L'egalite centrale de la derniere formule resulte de ce qui precede et les inegalites extremes 
de l'encadrement 

o;q(X; U x ) < <y Kl (X; U x ) < [K : KdatfX; U x ) . 

L'inegalite de droite vient du fait qu'il existe un diviseur realisant (Oq{X; Ux) defini sur K, 
d'apres le corolaire l2.2l et le lemme l2~3l □ 

Question 2.5. — Sous reserve d'une reponse positive au probleme de Lehmer abelien le terme m(K) ■ 
t^xoix) ' donnant la minoration dans le theoreme lL3[ est compris dans I'intervalle determine par les 
termes extremes de la derniere formule du lemme WM Comment se situe cette quantite par rapport a 
eg %q , qui est egalement dans ce meme intervalle? 

coq(X;U x ) 

Le probleme de Lehmer abelien consiste a montrer l'existence d'un reel c > tel que 
m(K ab ) > c[K ah : Q ab ] _1 , ou K ab designe la cloture abelienne de K. Dans cette direction, 
Amoroso et U. Zannier | AZ00 1 ont montre en direction du probleme de Lehmer abelien que 
dans le theoreme de Dobrowolski on peut essentiellement remplacer le degre de K sur Q 
par le degre [K ab : Q ab ]. Recemment Amoroso et E. Delsinne I A De06l on ameliore cette 
minoration en 

w X a b) > c loglog(3[K ab : Q ab ])3 

[K ab : Q ab ] log(2[K ab : Q ab ]) 4 

Suivant un argument que nous a explique David, on peut montrer que la conjecture II . II en- 
traine une reponse positive au probleme de Lehmer abelien. Nous generalisons cet argument 
pour montrer que la conjecture II . II est equivalente, a la constante c(N) pres, a son analogue 
sur la cloture abelienne de Q : 
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Proposition 2.6. — Soit X c G% une variete definie sur Q, sous la coniecture \l.l\ on a 
(4) f^ ss (X) > c(N + 1)- 



(OQab(X; Ux) 

Recivroquement, la minor ation @ imvlique~u ess (X) > c(N + 1) — ■ 

o>q(X;U x ) 

Demonstration. — Soit K un corps de nombres sur lequel X et Ux sont definis, et soit E, e 
telle que la variete de torsion Ux soit definie sur l'extension cyclotomique Q(£). Soit L le 
compositum de K et Q(£), considerons X:=Xx(^}c G^ +1 qui est une variete definie sur L. 
Posons la variete de torsion 

Y := |J o(u x x {£}) , 
cxeGal(Q({)/Q) 

qui, par contruction, est definie sur Q, on a IT? c Y. En outre, il est clair que Ux X {£,} c IT? 
et en prenant la cloture galoisienne on obtient Y = U~. On a done 

deg(il?) = [Q(£):Q]deg(Ux) , 
co Q (X, liS) = [Q(£) : Q> Q(0 (X, IT X x {<£}) = [Q(£) : Q> Q(S) (X, U x ) • 

A 

Et done, en appliquant la conjecture ll.ll a X, il vient 

deg(!i?) dee(Ux) 
^ SS(X) = ^ SS(X) > C(N + 1} x_ = C(N + 1} Z^I> . 

cu Q (X,!i?) cy Q(5) (X,LJx) 

On conclut en prenant E, d'ordre suffisamment grand pour que coq(q(X, Ux) = cugab(X, Ux)', 
e'est possible car Q ab = Q((J.°°) (theoreme de Kronecker- Weber). 

Pour la reciproque on remarque que d'apres le lemmeEU si K\ c Q ab designe le corps de 
definition de Ux, on a 

deg(tig) deg(LTx) < deg(L7 x ) 
a) Q (X;U®) co Kl (X;U x ) ~ coQ*b(X}U x ) ' 

□ 



3. Degres d'obstruction et reseaux 

Dans ce paragraphe on etudie le degre d'obstruction d'un translate de sous-tore dans un 
autre sous-tore, relativement a un corps algebriquement clos k. Soit S = {b\, ... , bjj) € (Z?) N 
tel que Lg = Z p et, comme precedemment, posons Tg c le sous-tore associe, image de 
l'application 

<p s :G p n ^G% , s»(s b \...,s b ") , 
et /STg son translate par un point j3 e G^. Le noyau ker(Mg) c Z N est un sous-module de 
rang N - n, sature, e'est-a-dire tel que le quotient Z N / ker(Mg) soit sans torsion. Les ideaux 
de definition de Tg et de jSTg dans kfx* 1 , . . . , x^ 1 ] s'ecrivent |ES96| 

(5) I(T S ) = (x A - 1 : A e ker(M s )) et J(j3T s ) = (x A - |3 A : A e ker(M s )) . 

Ainsi, le sous-tore 7g ne depend que de ker(Mg). Plus generalement, le translate /STg ne 
depend que de ker(Mg) et de l'homomorphisme ker(Mg) — > k x , A h-> jS A . 
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Reciproquement, soit Y c Z N un sous-module sature muni d'un caractere p, c'est-a-dire 
un homomorphisme p : Y — > k x . Ces donnees definissent un ideal binomial 

;(r,p):=(x A -p(A) : Aer) c^ 1 ,...^ 1 ] . 

On peut verifier que tout sous-module sature de Z N se realise comme ker(Mg) pour un certain 
S £ (ZP) N du type envisage ci-dessus, et que tout caractere d'un tel module se realise par un 
point $ e (on peut meme choisir $ e p(Y) N ). Les correspondances 

(Y,p)^I(Y,p) et I^Z(I) 

sont des bijections entre les sous-modules satures Y de Z N munis d'un caractere p, les ideaux 
premiers binomiaux de kLt* 1 , . . . , x* 1 ] ne contenant aucune des variables Xj, et les translates 
de sous-tores de | ES96J Cor. 2.6]. 

On ecrira aussi T(Y, p) pour le translate de sous-tore associe au couple Y, p. Le caractere 
trivial p = 1 correspond a un sous-tore et ceux pour lesquels p(r) c aux varietes de 
torsion. Reciproquement, pour un translate de sous-tore X c G„ on designe par Yx et 
px le sous-module et le caractere associes. La representation par sous-modules satures et 
caracteres correspond done aux equations des translates de sous-tores. Dans ce paragraphe 
on privilegiera cette representation, sauf dans la proposition l3.6l 

Le translate T(r,p) est defini sur un sous-corps K si et seulement si p(r) c K x . Ceci 
equivaut a ce qu'il existe $ € (K X ) N tel que p(A) = jS A pour tout A 6 Y, c'est-a-dire a ce que 
T(Y, p) contienne un point K-rationnel. En effet, comme Y est sature l'homomorphisme p 
s'etend en p : Z N — > K x , posant alors pi, . . . , fa £ K x les images par p des elements de la base 
canonique de Z N on verifie que p s'ecrit bien A i — > yS A . 

Soient X, Y c des translates de sous-tores, la condition X c Y equivaut a 

r x d r Y et p x | ry = pr . 

En particulier, X c Y entraine T(rx) c T(Yy)- De plus, Y est la variete de torsion minimale 
contenant X si et seulement si py(ry) c etpx(A) ^ pour tout A 6 rx\Ty. Autrement-dit, 
cette variete de torsion minimale est caracterisee par 

Ty = {A € T x : px(A) € ^1°°} et p Y = p x | ry . 

Le degre d'obtruction des translates de sous-tores dans des sous-tores relativement a k se 
realise par un diviseur qui lui aussi est un translate de sous-tore: 

Proposition 3.1. — Soient X, Y c des translates de sous-tores tels que X Q Y, alors il existe 
A g Tx \ Y Y tel que 

(v k (X; Y) = deg(div(x A - p x (A)) • Y) . 

Demonstration. — Soient I(X),I(Y) c k[xf l ,...,x^] les ideaux de definition de X et de Y 
respectivement. L'anneau k[ Y] est factoriel car isomorphe a un anneau du type My* 1 , . . . , y* 1 ], 
et done tout diviseur est principal. Soit done F e I(X) \ I(Y) realisant cuk(X; Y); on peut ecrire 
F modulo I(Y) sous la forme 

veZ N /T Y aeZ N /T K 

avec F a - L T er x /ry fa+r x% pour o e Z N /Yx- Les monomes x a (a 6 Z N /Yx) sont lineairement 
independants modulo I(X) et done, comme F € I(X), on a F a e I(X) pour tout a, de plus il 
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existe oq e Z N /Tx tel que F ao £ 0. Ce polynome ne peut pas etre reduit a un monome car I(X) 
ne contient pas de monome et il existe done a, b e Tx/Ty, a + b, tels que 

N(f) D ab , 

ou ab c R N designe le segment d'extremites a, b. Soit A := a — b, on deduit de la proposition l2.ll 
et de la monotonie du volume mixte par rapport a l'inclusion | Ewa96 . Thm. 4.12], que le degre 
de div(F ao ) • Y est superieur ou egal au degre du diviseur div(x A - px(A)) • Y et done que co^X; Y) 
est realise par un diviseur qui est un translate de sous-tore de la forme indiquee. □ 

On notera que pour un sous-corps K qui n'est pas algebriquement clos, le degre d'obstruc- 
tion d'un translate de sous-tore dans un sous-tore n'est pas necessairement realise par un 
diviseur qui est un translate de sous-tore. Voici un exemple, aimablement fourni par David : 

Exemple 3.2. — Soit £ e Q \ Q et posons 

X:=(Z,l-Z)eG 2 m et Y := G 2 m , 

On a coq(X; Y) - 1 realise par la droite d' equation x + y = 1, et on verifie qu'il n'y pas d' equation 
binomiale de degre 1, definie sur Q et contenant X. Par ailleurs, on a (Oq(X; Y) = 1 qui est bien 
sur realise par la droite d 'equation x + y = 1, mais aussi par des diviseurs translates de sous-tores, 
d' equations x - £ = 0, y - (1 - £) = ou encore (1 - £,)x - E,y - 0. 

Soient X c Y des translates de sous-tores de dimension n et p respectivement et posons 

le module quotient, qui est un Z-module libre de rang (N — n) - (N -p) — p — n. Considerons 
aussi l'espace lineaire := Tx,y ® R muni de la metrique quotient || • induite de la 
metrique euclidienne || ■ H2 par identification avec l'orthogonal de Ty dans T x . En particulier 
rx,y est un reseau de y . 

Proposition 3.3. — Soient X c Y des translates de sous-tores de dimension n et p respectivement, 
alors pour tout A 6 Tx \ Ty on a 

N \l N \\~ 1/2 < de g( div(xA -P x < A)) - Y) ) j(N\j N \\ 1/2 
p)\p-l)) ~ ||A|Ldeg(Y) -\\pfo-W ' 

Demonstration. — Posons W :- div(x A -px(A))- Y, quitte a diviser A par un entier, ce qui divise 
egalement deg(W) et ||A||j_ par ce meme entier, on peut supposer sans perte de generalite que 
Tw '■= Ty + Z A est un Z-module sature et done |PS05, § 3] 

-1/2 / , r vl/2 



_ \ Voi N _ p+1 (r^/r w ) < deg(W) < I _ \ VoW- P+ i(r^/r w ) 



De meme 

-1/2 /Art 1 / 2 



(6) Voi N _ p (r Y /r Y ) < deg(Y) < Voi N _ p (r Y /ry) . 

Mais, VoiAr-p+i(rJ^/ryv) = ||A||j_ VolM-p(Ty /Ty) et les inegalites cherchees en resultent. □ 



Lemme 3.4. — Avec les notations de la proposition 13.31 le premier minimum du reseau Tx,y est 
majore par 

2 /'/ N \/' N \ r /' 1 + p-n\ 2 \^> /deg(X)\^ 



^\\nj\pj \ 2 ! ) \deg(Y) 
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oil T designe lafonction gamma d'Euler. 

Demonstration. — Le theoreme de Minkowski |Cas71. Thm.V, § VIII.4.3] entraine que le 
premier minimum de la norme || • IL sur le reseau Tx,y est majore par 

2 / p-n\pa 



I p - n\—i „ _j_ 

r (1 + y —) Voi p _ n (r| Y /r X/ Y)'-' 



Mais d'apres |PS05 § 3], voir inegalite © ci-dessus, 

d'ou l'enonce. □ 

En combinant le lemme l3~4l avec l'inegalite de droite de la proposition l3.3l on trouve: 

Corollaire 3.5. — Soient X c Y des translates de sous-tores de dimension n et p respectivement, 
alors 

co k (X;Y) < <$N,p,n)de g (X)^ degCY) 1 "^ 



i 



avee c 3 (N,p,n) := ^ ((*)( + < 

En particulier lorsque X est reduit a un point a e on a oj k {a; Y) < (2 N N) 3 ^ 2 deg(Y) 1_ >\ 
II est naturel de se demander si cette majoration s'etend a d'autres varietes, c'est-a-dire si 

co k (X, Y) < c(N)deg(X)F^ deg(Y) 1 "^ 

pour des varietes projectives X Q Y de dimension n et p respectivement. M. Chardin | Cha89 1 
a demontre un tel resultat pour Y = P N et X c P N quelconque. Cependant, il semblerait 
qu'une generalisation ne soit possible qu'en imposant des conditions sur la regularity de 
Castelnuovo-Mumford de Y. 

II serait egalement interessant de remplacer les estimations de la proposition [33] par une 
egalite. Est-ce possible en modifiant convenablement la metrique de Tx,y? Le resultat suivant 
fourni une expression alternative exacte pour le degre d'obstruction, cependant elle ne nous 
est pas utile pour la suite. 

Proposition 3.6. — Soit Y c un translate de sous-tore, S e (ZP) N satisfaisant L<g - ZP et 
(5 € G^ n , tels que Y - fiT<g. Soit A e Z N \ Ty tel que AZ + Ty soit sature et y e k x quelconque, alors 

deg(div(x A - y) ■ Y) = (p - 1)! • Vo1 p _i(7Ta(Qs)) • IIM S (A)|| 2 , 

ou Qs c W designe Yenveloppe convexe des points 0, b\, . . . , fcjv, n\ la projection orthogonale 
n\ : R p — » Mg(A) 1 - = R p_1 et \\ ■ H2 la norme euclidienne. 

Demonstration. — Posons W :- div(x A - y) ■ Y, comme AZ + Ty est sature W est reduit et 
irreductible de dimension p — 1: c'est done un translate de sous-tore. 

Soit E := M%{A) X et E z := n A (ZP), alors E z est un reseau de E et on verifie Vol p _i (E/E z ) = 
HM^A)!!^ 1 . Posons maintenant cy := n\(bj) pour j = 1,. . . ,N et C := {c\, ... , Cn), de sorte que 
Lq - E z , et soit rj € tel que 7 = r\ K , de sorte que rfTc est de dimension p - 1. Le translate 
de sous-tore rfTc est l'image de l'application s h-> s Cl , . . . , j]n s Cn ) et on verifie 

(t ? is Ci ,... / j7 N s Cn ) a -r] A = ^( sCi a 1+ -+ Cn a n _ ^ _ 
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Mais c\ A\ + ■ ■ ■ + Cn An = n A {bi)\i + • • • + n A {b N )\ N = 7i A (Ms(A)) = d'ou rfT c C W 
et done rfTc - W. Le calcul de degre decoule alors du calcul du volume du polytope 
P := Conv(0, C\,..., c N ) = n A (Q s ): 

deg(W) = (p - 1)! ^° lp ~ l( f =(p- 1)! • Volp_i(7i A (Qs)) • ||M s (A)|b • 

□ 

Remarque 3.7. — En combinant les propositions ^. 6\ et \H\ on verifie 

MV([0,M s (A)],Qs,. . .,Q S ) = (P - lJIVol^ (n A (Q s )) ■ \\M S (A)\\ 2 . 

p-l /bis 

Ceife identite se deduit egalement de laformule generate suivante pour un convexe Q quelconque en 
lieu et place du segment [0,Mg(A)] : 

MV(Q, Q S/ . . . , Q s ) = (p - 1)! ^(Q)Vol p -i(Q w ) , 

p-l /bis 

o« w parcourt la sphere unite de ~RP, a w (Q) :- max{(io, q) : q e Q] et Q w := {q e Q : (iv, q) = a w (q)}, 
voir [Ewa96, Ch. IV, Thm. 4.10]. 



4. Demonstrations du theoreme 11.31 et des corollaires ll.4l et l01 

Nous donnons ici les preuves des resultats enonces dans l'introduction. Remarquons tout 
de meme que dans le cas des hypersurfaces (n - N - 1) le theoreme 11.31 est trivial: dans ce 
cas un translate de sous-tore qui n'est pas de torsion est de la forme X = Z(x b - A) pour un 
vecteur b e Z N a coordonnees premieres entre elles et A e K x \ et on a Ux - G^. Done, 
d'apres |PS05,prop. VI.4] 



^ S{X) = ^ = ^^ ) > - m{K) ^(X;U x) ' 
oil h(X) designe la hauteur normalisee de l'hypersurface X. 

Demonstration du theoreme W^ — On ecrit X = aT et U - Ux - £T' pour certains sous-tores 
T, V , a 6 (K X ) N et £ e (|i°°) N . On pose n - dim(X), p = dim(lTx) et on suppose sans perte de 
generalite n <p. 

Soit A € Tx \ Tu, ecrivons A = c + b avec b e et c e (T^)- 1 . Soit C = (Ci, ■ ■ ■ , Cn) £ X un 
point quelconque, alors C = oc9 pour un certain 9 e Tx, d'ou, puisque 6 A - 1, 

C A = {a6) A = a A pour tout A e T x . 

De plus C b e car £ e £Tu, 6 6 rg et pour tout entier m tel que mfc 6 T u on a (C fo ) m = ? nb . 
Comme A £ il vient que C A (et par la suite C c ) n'est pas une racine de l'unite, a cause de la 
minimalite de U parmi les varietes de torsion contenant X. 
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Soit L d K un corps de nombres contenant C^, ■ ■ ■ , C?- Comme ct A et C c ne different que du 
facteur C fe qui est une racine de l'unite, pour toute place v e Ml on a 

llogla^l = | logical 

= ci log ICib + • • • + c N log |Cn| 

< ||c||i max (| log |Ci| |, . . . , | log \Cn\v\) 

< ^p-n ||A|U max (| log |Cilt.|, • • • , | log \Cn\v\) , 

car c est la projection de A sur l'orthogonal (T®) 1 - de dans et dimQ(r^) 1 - =p-n. D'ou, 
en sommant sur toutes les places de L 

2?(a A ) = £ ^ ; §f | logl A,| < VF^IIAIL (MC) + MC 1 )) • 

Et comme 

MC 1 ) = £ Tf^f maxfO, - log |CiU • • • , - log |CnU < MCi X ) + ■ • ■ +h{^) < Nh(Q , 



V 



(7) h(Q > 2 - ^ > 2 - ^ 

w _ (N + 1) HAIL ~ (N + 1) HAIL 

par definition de m(K), car a A e K x \ Soit maintenant A 6 Tx \ realisant le degre 
d'obstruction (Oq(X; U), par la proposition l3.3l 

.(N\( N \\ 1/2 ^(X- r U) 



p)\p-l)) deg(U) 
h(Q > c{N,p,n)-m(K) 



d'ou finalement 

deg(U) 



(Oq(X; U) 



avec c(N, p,n) = 2 ((N + l) 2 (p - n)(^ )( p -i)) ^ N~ 3/2 2~ N , ce qui acheve la demonstration du 
theoremell.3l □ 



Remarque 4.1. — En minorant m(K) par c[K : Q]" 1 selon la reponse attendue a la question de 
Lehmer, on est tente de considerer le degre d'obstruction suivant, pour X et U comme dans la 
demonstration ci-dessus: 

inf {[Q(a A ) : Q] deg(div(x A - a A ) ■ LZ) : A € Y x \ Y u ] . 

Lemme 4.2. — Soit X un translate de sous-tore defini sur un corps CM, alors la plus petite variete 
de torsion Gx contenant X-Xest un sous-tore. 

Demonstration. — Soit K le corps de definition de X, ecrivons X = aT et Gx = £T' pour 
certains sous-tores T et V , a e (K X ) N et £ e (\i°°) N . On a X • X = |a| 2 T done pour tout A e r P 
on a |a| 2A = £ A 6 R+ n d'ou £ A = 1; autrement-dit 4 £ T' et done G x = £T = V est un 
sous-tore. □ 
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Demonstration du corollaire \1.4\ — Lorsque K est un corps totalement reel ou une extension 
abelienne de Q on a m(K) > \ log^^-y^j d'apres CQl ou m(K) > d'apres et on reporte 

directement dans le theoreme ll.3l 

Si K est tin corps CM, la plus petite sous-variete de torsion contenant Y :- X ■ X est un 
sous-tore Gx, d'apres le lemme 14.21 De plus, Y est definie sur le sous-corps totalement reel 

Ko de K. Mais on a m(Ko) > \ log ^^^ j d'apres QJ et, si Y n'est pas une variete de torsion, 

on deduit du theoremelL3|: 



2 \ 2 ;^q( y ;Gx) 

Maintenant, si Y est une variete de torsion on a Y = Gx et <x>q(Y; Gx) - °°, la minoration 

ci-dessus est done encore vraie dans ce cas. Finalement on remarque fP ss (Y) < 2/? JSS (X) pour 
conclure la demonstration. □ 

Demonstration du corollaire \l.5\ — On combine dans la preuve du theoreme II .31 ci-dessus 
et le lemme l3~4l ce qui donne (X = aT, Ux = £T') : 

"~abs/ 



/? D8 (aT) > — ^ , -m(K) ' 

(N + l)^fp=n 



> 



p-n 



(N + 1) - n \\n j\p 
> c 4 (N) • m(K) ■ 1 rt 1 



deg(X) 

avec cjgN) > 2" N N" 2 . □ 

Remarque 4.3. — Notons que la minoration de la conjecture \1.2\ si elle est de nature purement 
geometrique, n'en est pas toujours meilleure que celle de la coniecture \l.l\ Par exemple, dans G^, soit 
X une courbe arbitraire dans le plan d 'equation x - a avec a e Q x \ {+1}. Alors Vx = Z(x - a) et 
- G^, d'oii deg(Vx) = deg(LJ^) = 1 puis coq(X; U®) - 1 tandis que (Oq(X; Vx) - deg(X) est 
arbitraire et done 

deg(LlJ) deg(y x ) 



co Q (X;U%) (Oq(X;V x ) 



5. A propos du probleme de Lehmer sur k(f) 

Soit k un corps algebriquement clos et t une variable. Pour une extension finie K de k(f) 
on considere un revetement de la droite projective 

n : C K -» P^k) 

de degre deg(7z) = [K : k(f)] par une courbe projective lisse C = Ck, correspondant a 
l'extension de corps k(£) <^-> K. Un element £ € K s'interprete ainsi comme une fonction 
rationnelle £ : C --» k, et pour une place Con pose ord z ,(<^) e Z l'ordre d'annulation de E, 
en v. On a la « formule du produit » , qui s'ecrit additivement 

£ord o (£) = , 

veC 
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et la hauteur d'un point a = (oq : aw) e P N (K) est par definition 

Hoc) := — 1 Yj max ( _ ord v (a ), -ord^aw)) • 

veC 

Cette formule est independante du choix des coordonnees projectives de a grace a la formule 
du produit, et elle ne depend pas non plus du choix du revetement n. 

Pour a e F N (k(t)) dont les coordonnees aj sont des polynomes premiers entre eux, on a 
h(a) = maxj deg(ay). En outre, h(a) = si et seulement si a est « constant » par rapport a t, 
c'est-a-dire si et seulement si a 6 P N (k): on le verifie en supposant par exemple «o ^ 0, alors 
h(a) - si et seulement si ord (ay/ao) > pour j = 1, . . . ,N et tout v e C, ce qui equivaut a ce 
que aj/ao € k. Ainsi, les elements de k jouent dans le cas fonctionnel, le role des racines de 
l'unite dans le cas arithmetique. 

L' application a : C --* P N (k) s'etend en une section globale C — > P N (k) car C est supposee 
lisse. Notons X a c C x P N (k) son graphe; on a IHSQ01 § B.10] 

Ha) = [JC:k(0] Card ^ a P2 ~ 1(E) ) ' 
ou p2 designe la projection C x P N (k) — > P N (k) et E est un hyperplan generique de P N (k). 

Maintenant considerons le cas d'une variete X c P N (k(f)) de dimension quelconque d > 0, 
definie sur K. Considerons la variete X c C x P N (k) de dimension d + 1 dont la fibre generique 
sur C est egale a X. Soit C P M (k) une immersion de C dans un espace projectif. Soient 

pi : C x P N (k) -» C c P M (k) , p 2 : C x P N (k) ^ P N (k) 

les deux projections naturelles, et pour d\,dz > tels que d\ + di = d + 1 considerons le 
multidegre 

deg (M2) W := Card(* n p- J (Ei) n p 2 " 1 (E 2 )) 

ou Ei c P M et E 2 c P N designent des espaces lineaires generiques de codimension d\ et di, 
respectivement. La hauteur de la variete X est alors par definition 

On peut verifier que ceci ne depend pas des choix effectues, et qu'elle coincide avec la 
definition precedente dans le cas des points. On a h(X) > et de fait h(X) — si et seulement 
si f2(X) est de dimension d, ce qui equivaut a ce que X soit definie sur k. Pour les autres 
multidegres, on a 



de S(<M 2 )W 



[K : k(t)] deg(X) pour d\ = 1, d 2 
pour d\ > 1 . 



La hauteur et le degre de X peuvent s'interpreter en termes de formes resultantes de 
l'ideal bihomogene 1{X) c k[wo, Wm, Xq,..., x^]. Soient W un groupe de M + 1 variables 
et Vq, ...,V& des groupes de N + 1 variables chacun et soit 

resxek[W,V ,...,V d ] 

la form e resu ltante de I(X) d'indice (1, 0) et (0, 1), . . . , (0, 1) (d + 1 fois), voir IRe mOll § 3] ou 
encore |PS04, § 1.2] pour la definition et proprietes de base des formes resultantes. C'est un 
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polynome multihomogene dont le degre par rapport a chaque groupe de variables est | Re mOll 
Prop. 3.4 et 2.11] 

deg w (res^) = deg (W+1) (<Y) = [K : k(f)]/z(X) , 

deg y (res^) = deg {ld) (X) = [K : k(f)] deg(X) , pour i = 1,. . .,d . 

Comme consequence de cette interpretation et de |Rem01, Lem. 2.11] on peut demontrer 
le theoreme de Bezout fonctionnel: soit / e k[zt>o, • • • / xq, . . . , \ 1{X) une forme biho- 
mogene, alors 

(8) h(X ■ div(/)) = deg x (/)/z(X) + degjf) deg(X) . 

Similairement, on obtient une formule de Hilbert-Samuel pour la dimension de l'espace des 
formes de bi-degre (i], 5) modulo I(X) IRemOll Thm. 2.10]: 



(9) dim k (k[<Y] M) ) = —(J—^— 6 + 7 7 5 + O(0] + l ) 



pour r\,b — > co. 

Par ailleurs, le minimum essentiel de X est naturellement defini par 

^(X) := inf [6 :ReX: h{E) < 9} est Zariski dense) . 

On pose Ux c P N (k(£)) la plus petite variete definie sur k et contenant X. Le resultat principal 
de ce paragraphe est l'analogue fonctionnel suivant de la conjecture ll.il 



Proposition 5.1. — Soit X c P N (k(f)) une variete de dimension d > 0, alors 

((i+1K .. (x) ,^L, d ^ 



deg(X) " a) k( „(X;Ux) 

Demonstration. — La premiere inegalite resulte de la proposition 15.21 ci-dessous. Pour la 
seconde, on remarque Lfx = Pi{X) c P N (k). Cette variete est done egale a X si X est definie 
sur k, et de dimension d + 1 sinon. 

Si X = Ux on a co^iX; Ux) - °° et le resultat est clair, sinon X est de codimension 1 dans 
Ux- On a clairement 

de S«W + i)(*) = deg(Ux)deg(p 2 lx) > deg(!i x ) • 
D'un autre cote, le diviseur minimal de Ux defini sur k(£) et contenant X est [j a o(X) ou a 
parcours les k(f)-immersions du corps de definition K de X dans la cloture algebrique k(£). 
Le degre de ce diviseur est [K : k(f)] deg(X) et done o>k( t )(X; Ux) - [K : k(f)] deg(X). On en 
conclut 

MX) _ de g(0,rf+i)W v deg(iix) deg(L7 x ) 
deg(X)" de S{l4) (X) ~ [K:k(t)]deg(X)- co m) (X;U x ) ' 

□ 

II ne reste qu'a demontrer l'analogue fonctionnel suivant du theoreme des minimums 
algebriques successifs. On reprend pour cela en partie les idees de |DP98, Thm. 3.1]. 



Proposition 5.2. — Soit X c P N (k(f)) une variete de dimension d > 0, alors 



^ eSS(x) - dl^tx) ~ {d + 1)fieSS(x) • 
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Demonstration. — Pour 1'inegalite de gauche, il suffit de demontrer que pour tout diviseur Z 
de X il y a des points dans X \ Z de hauteur < /i(X)/deg(X): en intersectant X avec d formes 
lineaires generiques a coefficients dans k le cycle intersection est de dimension 0, de degre 
deg(X) et a support dans X\Z. Par le theoreme de Bezout (formule (|HJ ci-dessus) la hauteur de 
ce cycle est h(X), et done son support contient au moins un point de hauteur < /j(X)/deg(X). 

Pour l'inegalite de droite, on commence par supposer sans perte de generality que X est 
definie sur k(£). Soit I(X) l'ideal de definition de X dans k(t)[xo, ... , x^] et £ > 0, il existe une 
base de I(X)g de la forme 

bi = {%) «=N™ ' 1 = X " ■ ■ > L ~ dimk ( f ) ( k (0[X] 6 ) , 

\a\=6 



avec E,i e X(k(£)) et h(£,i) < /j ess (X) + e, par definition du minimum essentiel. On en deduit a 
l'aide de la formule de Brill-Gordan : 

L L 

(io) hi(x) 6 ) = h(i(x)j) < m) = § Yj m) - 6L (m 6SS ( x ) + £ ) • 

i=l i=Q 

Par ailleurs on a 

dim k (k[<Y] ( ^)) = dim k (k[w, x] (l?/(5) ) - dim k (I(,Y) (j?/5) ) 

= (r] + l)0-dim k (JW M) ) . 
D'apres IThu95t Cor. 2] (voir aussi |Mah41, page 489]) il existe une base c\,...,cm du k(f)- 
espace /(X)§ satisfaisant YljL\ K c j) - h(I(X)s). Mais alors les elements 

t e Cj , j = 1,...,M , £ = 0,...,r]-h(cj) 
sont lineairement independants sur k dans I(X)(n,d) qui est done de dimension au moins 
(rj + 1)M - Zf=x Hcj) > ('] + 1)M - h(I(X) 6 ). En reportant dans EJ on obtient 

dim k (k[#] M) ) < (r, + l)( 6 l n )-(r 1 + l)M + h(I(X) 6 ) 

< (77 + 1)L + fc(J(X) 6 ) . 

En reunissant ilOl et (l2jl il vient avec l'expression asymptotique de L comme fonction de 
Hilbert : 

HX) Rd+1 , deg(X)^ d \ n „ n ,^deg(X) 



\ ui + 1)! + — ir 1]5 j (1 + 0(1)) - — ir 6(f ' esS(x) + £ » (1 + 0(1)) 

et enfin, en divisant par 5 d+1 et en faisant tendre j] et 6 vers l'infini de sorte que rj/5 reste 
borne, 

h(X) ^deg(X) 



<— ^■(/x eM (X) + e) , 



(d + l)\- d\ 

puis le resultat voulu lorsque e tend vers 0. □ 
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